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Abstract (Julia sets of p-adic polynomials and periodic points)
An open problem in the iteration theory of p-adic rational functions R is the existence, when
the Julia set J(R) is not empty, of an repulsive periodic point for R.
In this paper, we give a partial positive answer to this question, in the case of a polynomial
P, and with some conditions on P.
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1. Généralités et résultats
Nous allons commencer par donner quelques déﬁnitions. Soit p un nombre premier
rationnel ﬁxé, et Cp le complété d’une clôture algébrique p du corps Qp des nombres
p-adiques. Pour un polynôme H à coefﬁcients dans Cp, on note d(H) son degré. Soit
R une fraction rationnelle, on écrit R = P
Q
, avec P et Q polynômes premiers entre eux,
on notera alors d(R) la quantité max{d(P ), d(Q)}, qui sera le degré de R.
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On supposera dans toute la suite que R est de degré au moins 2.
La fraction rationnelle R déﬁnit une application de P1(Cp) dans lui-même, que nous
visualiserons simplement en rajoutant un point à l’inﬁni à Cp.
Dans ce cadre, on peut itérer la transformation qui à x ∈ Cp ∪ {∞} associe R(x),
nous noterons R[n] les itérées successives de R.
On peut déﬁnir une distance sur P1(Cp), la distance sphérique, de la façon suivante:
pour deux points A = (x, y) et B = (u, v), on pose
(A,B) = |vx − uy|
max{|x|, |y|}max{|u|, |v|}
C’est l’analogue de la distance sphérique déﬁnie sur P1(C) par les formules
(z, w) = 2|z− w|√
1+ |z|2√1+ |w|2
si z,w ∈ C, et
(z,∞) = 2√
1+ |z|2 .
On pourra voir l’article [6] de R. Benedetto pour les propriétés de cette distance dans
le cas où le corps de base est Cp, et le livre [10] de F. Bertoloot et V. Mayer dans le
cas où le corps de base est C.
On déﬁnit, de manière analogue au cas où le corps de base est le corps des nom-
bres complexes, l’ensemble de Fatou F(R) de la fraction rationnelle R comme étant
l’ensemble des points de P1(Cp) où la famille R[n] des itérées de R est équicontinue,
c’est-à-dire des points x ∈ P1(Cp) tels qu’il existe un voisinage V de x pour la distance
 tels que, pour tout ε > 0, il existe  > 0, tel que pour tout couple (a, b) d’éléments
de V vériﬁant (a, b) < , on ait (R[n](a), R[n](b)) < ε.
Il est clair, d’après la déﬁnition, que l’ensemble de Fatou de R est un ouvert. Le
complémentaire de l’ensemble de Fatou est donc une partie fermée de P1(Cp) que
l’on appelle l’ensemble de Julia J (R) de R.
Un problème de base de la théorie est de savoir, quand l’ensemble de Julia de la frac-
tion rationnelle R est non vide, si cet ensemble est l’adhérence des points périodiques
répulsifs.
On sait que si la fraction rationnelle R possède un point périodique répulsif, c’est le
cas, (cf. [4]).
Il reste donc comme problème ouvert la question de savoir, quand l’ensemble de
Julia de la fraction rationnelle R est non vide, si elle possède un point périodique
répulsif. Nous allons donner dans cet article une réponse partielle à cette question dans
le cas des polynômes (nous renvoyons plus bas pour les notations):
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Théorème. Soit P = Q un polynôme normalisé de Cp, de degré d2, avec Q unitaire
à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On suppose
que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) Aucun des points critiques ci , i = 1, . . . , d − 1 n’est dans une D-composante
errante;
(d) On a
d−1∑
i=1
̂(P, ci)+ log |d| > 0.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
On en déduit le corollaire suivant:
Corollaire. Soit P = Q un polynôme de Cp, normalisé, de degré d2, avec Q unitaire
à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On suppose que
P est à coefﬁcients dans une extension ﬁnie de Qp et que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) Le degré de P n’est pas divisible par p;
(d) Un des points critiques appartient au bassin d’attraction du point à l’inﬁni.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
2. Rappels et résultats techniques
Pour  ∈ Cp et R > 0, nous noterons B+(, R) le disque circonférencié B+(, R)
= {z ∈ Cp; |z − |R}, et B−(, R) le disque non circonférencié B−(, R) = {z ∈
Cp; |z− | < R}. Remarquer que si R n’appartient pas au groupe de valeurs |C∗p| de
Cp, le disque circonférencié et le disque non circonférencié sont le même ensemble.
On peut donc considérer un tel disque comme circonférencié ou non.
Dans le cas où le rayon R est dans le groupe des valeurs, on dira que le disque
est rationnel, et irrationnel dans le cas contraire. Dans le cas d’un disque rationnel la
distinction entre disque circonférencié et non circonférencié a du sens.
Nous noterons aussi B(, R) un disque qui pourra être circonférencié ou non.
Un disque de P1(Cp) sera le complémentaire d’un disque D de Cp, et sera circon-
férencié si D est non circonférencié, et réciproquement.
Nous aurons besoin de la notion de D-composante de l’ensemble de Fatou, qui est
une des possibilités pour remplacer les composantes connexes (cf. [9]):
Déﬁnition 2.1. Soit R une fraction rationnelle à coefﬁcients dans Cp, de degré au moins
deux. Une D-composante de l’ensemble de Fatou de R est un disque de P1(Cp), qui
est contenu dans l’ensemble de Fatou de R, et maximal pour l’inclusion.
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L’image d’une D-composante de l’ensemble de Fatou de R est inclus dans l’ensemble
de Fatou de R, mais ce n’est pas toujours une D-composante.
On peut déﬁnir une action R∗ sur les D-composantes de l’ensemble de Fatou, en
associant à une D-composante U de l’ensemble de Fatou, la D-composante R∗(U)
contenant le disque R(U), qui est inclus dans l’ensemble de Fatou.
On dira que la D-composante U est périodique ou pré-périodique, vis à vis de
cette action. On dira aussi que la D-composante U est errante, si elle n’est pas pré-
périodique.
Pour des compléments sur les D-composantes, on pourra consulter [9].
Notons que dans le cas d’un polynôme, il existe une D-composante du point à
l’inﬁni (le point à l’inﬁni est toujours un point de l’ensemble de Fatou dans le cas
d’un polynôme), et, si l’ensemble de Julia est non vide, tout autre D-composante est soit
un disque circonférencié tel que tout disque de rayon strictement plus grand contient
des points de l’ensemble de Julia, soit un disque non circonférencié, tel que le disque
circonférencié correspondant contient des points de l’ensemble de Julia.
Soit x ∈ P1(Cp). On appelle orbite de x sous l’action de R l’ensemble O+(x) =
{R[n](x), n ∈ N}. L’ensemble des pré-images de x est l’orbite arrière de x; c’est
l’ensemble O−(x) = {y ∈ P1(Cp), ∃m ∈ N, R[m](y) = x}.
Des points intéressants pour l’étude des ensembles de Fatou et de Julia sont les
points ﬁxes et périodiques, et pré-périodiques de R.
Un point ﬁxe de R est un point x ∈ P1(Cp) vériﬁant R(x) = x, un point périodique
un point x tel qu’il existe un entier n1 tel que R[n](x) = x; dans ce cas, le plus
petit de ces entiers n est la période de x.
Un point pré-périodique est une pré-image d’un point périodique de R.
Si x est un point périodique de R, qui n’est pas le point à l’inﬁni, on déﬁnit son
multiplicateur comme étant  = (R[n])′(x). On vériﬁe immédiatement qu’en conjuguant
R par une homographie, on trouve une nouvelle fraction rationnelle, telle que l’image
de x soit encore un point périodique de même période, et, si l’image de x n’est pas ∞,
de même multiplicateur. Ceci permet de déﬁnir le multiplicateur de ∞ quand celui-
ci est un point périodique de R, en l’envoyant par une homographie sur un point à
distance ﬁnie.
On dira que le point périodique x de R est:
(a) Un point attractif si son multiplicateur  est de module < 1;
(b) Un point neutre si son multiplicateur  est de module 1;
(c) Un point répulsif si son multiplicateur  est de module > 1.
Un résultat utile est que, si d est un point périodique de R, de période m, et si on
prend k ∈ N, le point R[k](d), qui est l’un des m points dans l’orbite de d, admet le
même multiplicateur que d (tous les points de l’orbite de d ont même multiplicateur);
on a:
(R[m])′(d) = (R[m])′(R[k](d)) = R′(d)....R′(R[m−1](d))
On a la proposition suivante:
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Théorème 2.2. Soit R une fraction rationnelle, et x un point périodique de R. Alors:
(a) Si x est attractif ou neutre, alors x est dans l’ensemble de Fatou;
(b) Si x est répulsif, alors x est dans l’ensemble de Julia.
Démonstration. Voir [7, Proposition 1.1]. 
Contrairement à ce qui se passe en analyse complexe, l’ensemble de Julia d’une
fraction rationnelle R peut, en analyse ultramétrique, être vide. Par contre, l’ensemble
de Fatou n’est jamais vide:
Théorème 2.3. Soit R une fraction rationnelle, alors R possède au moins un point ﬁxe
neutre ou attractif; par suite son ensemble de Fatou n’est jamais vide.
Démonstration. Voir [7], Corollary 1.3. 
Un outil très utile est le critère de Hsia, analogue d’un résultat de Montel [12]:
Critère de Hsia. Soit F une famille de séries entières convergentes sur un disque D
de Cp. On suppose que l’image de D par les éléments f ∈ F est inclus dans un
ensemble Y indépendant de f dont le complémentaire dans Cp est non vide. Alors la
famille F est équicontinue sur D.
Démonstration. Voir [12,4]. 
Proposition 2.4. Soit R une fraction rationnelle à coefﬁcients dans Cp, de degré au
moins deux, et m1 un entier et S(x) = R[m](x) l’itérée d’ordre m de R. Alors les
ensembles de Julia et de Fatou de S sont les mêmes que ceux de R.
Démonstration. Voir [11, p. 297, Proposition 4.7]. 
Nous allons aussi parler plus en détail du cas des polynômes de degré au moins
deux à coefﬁcients dans Cp.
Il est clair tout d’abord que le point à l’inﬁni est un point périodique attractif. Un
ensemble lié au polynôme, que son ensemble de Julia soit vide ou non est son ensemble
de Julia rempli (cf. [9,14]):
Déﬁnition 2.5. Soit P un polynôme de degré au moins deux, à coefﬁcients dans Cp.
L’ensemble de Julia rempli K(P ) du polynôme P est l’ensemble des x ∈ Cp, tels que
la suite P [n](x) soit bornée. Son complémentaire que nous notons A∞(P ), est le bassin
d’attraction du point à l’inﬁni.
On a les propriétés suivantes:
394 J.-P. Bézivin / Journal of Number Theory 113 (2005) 389–407
Proposition 2.6. Soit P un polynôme à coefﬁcients dans Cp. Alors
(a) Son ensemble de Julia rempli n’est pas vide, il contient en particulier les points
périodiques de P et l’ensemble de Julia de P.
(b) Le diamètre de K(P ) est réalisé; en particulier, le plus grand disque D de
P1(Cp) contenant K(P ) est un disque rationnel circonférencié, et si l’ensemble de
Julia de P est non vide, le complémentaire de D est la D-composante du point à
l’inﬁni W∞(P ).
(c) Si l’ensemble de Julia de P n’est pas vide, une D-composante incluse dans
l’ensemble de Julia rempli de P est une D-composante circonférenciée.
Démonstration. Voir [9,14]. 
Nous allons nous limiter dans tout ce texte au cas où le polynôme P est de la forme
P = Q , où le polynôme Q = xd + ad−1xd−1 + · · · + a0 est un polynôme unitaire à
coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp, tel que l’un des ai , i = 1, . . . , d−1 soit de
module 1, et  ∈ Cp, 0 < || < 1. Nous dirons que le polynôme P est normalisé dans
ce cas. On peut toujours se ramener à ce cas, avec en plus la propriété que 0 ∈ K(P ),
voir [14, p. 110, Proposition 6.7].
Nous aurons besoin de la déﬁnition de la hauteur d’un point de Cp relativement au
polynôme P:
Déﬁnition 2.7. Soit P = Q un polynôme normalisé à coefﬁcients dans Cp. On déﬁnit
une fonction ̂(P, x) sur Cp, hauteur du point x relativement au polynôme P, de la
façon suivante:
(1) Si x ∈ K(P ), alors ̂(P, x) = 0;
(2) Si x /∈ K(P ), et si m est un entier tel que |P [m](x)| > 1, on pose
̂(P, x) = log |P
[m](x)|
dm
− log ||
(d − 1)dm .
Bien sûr, l’expression donnée est indépendante du m choisi dès que |P [m](x)| > 1.
La quantité ̂(P, x) est alors aussi la limite si m → +∞ de log |P [m](x)|
dm
. Elle est
strictement positive en dehors de l’ensemble de Julia rempli K(P ).
Les propriétés de cette fonction sont étudiées dans [3, p. 234] et suivantes, auquel
nous renvoyons; noter que la fonction déﬁnie dans [3] ne diffère de celle plus haut que
par un facteur multiplicatif.
Nous donnons pour ﬁnir cette partie la déﬁnition de fraction rationnelle hyperbolique;
(les points critiques (dans Cp) d’un polynôme sont les points où sa dérivée s’annule):
Déﬁnition 2.8. Soit P un polynôme à coefﬁcients dans Cp. On dit que P est hyper-
bolique, si tout point critique de P est contenu dans son ensemble de Fatou.
Voir [7] pour des propriétés liées à cette déﬁnition.
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3. Propriétés des lemniscates
Nous commençons par une déﬁnition:
Déﬁnition 3.1. Soit P un polynôme de degré d2 à coefﬁcients dans Cp. On appelle
lemniscate d’ordre n associée à P, l’ensemble Bn(P ) = {x ∈ Cp; |P [n](x)|1}.
Pour un polynôme P normalisé, la lemniscate Bn(P ) est une partie de B+(0, 1). Il
existe un polynôme Qn, unitaire de degré dn, à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de
Cp, tel que P [n] = Qndn , où dn =
dn−1
d−1 . La lemniscate Bn(P ) est donc aussi l’ensemble
des x ∈ B+(0, 1) tels que |Qn(x)| ||dn .
Proposition 3.2. Soit P un polynôme normalisé de degré au moins deux, à coefﬁcients
dans Cp.
(1) La lemniscate Bn(P ) = {x ∈ Cp; |P [n](x)|1} est la réunion d’un nombre ﬁni
de disques circonférenciés Bj,n, j = 1, . . . , m, dont les rayons sont dans le groupe des
valeurs de Cp. Chaque disque contient au moins un zéro de P [n].
(2) L’image par P [n] de chacun de ces disques est exactement le disque circonférencié
B+(0, 1).
Démonstration. Voir [1, p. 159]. 
Proposition 3.3. Soit P un polynôme normalisé de degré au moins deux, à coefﬁcients
dans Cp.
(1) Les lemniscates Bn(P ) sont décroissantes, et tout disque constituant la lemniscate
Bn+1 est inclus strictement dans un des disques constituant la lemniscate Bn.
(2) Chaque disque circonférencié constituant la lemniscate Bn(P ) contient un point
périodique  tel que P [n]() = .
(3) Les lemniscates Bn(P ) contiennent toutes l’ensemble de Julia, et tout disque
constituant de Bn(P ) contient des points de l’ensemble de Julia si celui-ci est non
vide.
Démonstration. Voir [5]. 
Dans la suite, on note rn(P ) le maximum des rayons des disques circonférenciés
disjoints qui constituent la lemniscate Bn(P ), et n(P ) le minimum des rayons de ces
disques.
Proposition 3.4. Soit P = Q un polynôme normalisé. Alors les deux suites rn(P ) et
n(P ) sont strictement décroissantes.
Démonstration. (a) Le cas de rn(P ): Soit D un disque constituant de Bn+1(P ) de
rayon maximal égal donc à rn+1(P ). Ce disque est contenu strictement dans un des
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disques constituant de Bn(P ), donc de rayon strictement supérieur car les deux disques
sont circonférenciés; par suite rn+1(P ) est strictement inférieur à rn(P ).
(b) Le cas de n(P ): Soit D un disque constituant de Bn(P ) de rayon n(P ). Ce
disque contient strictement un ou plusieurs disques constituant de Bn+1(P ), qui vont
donc être de rayon strictement inférieur à n(P ); donc n+1(P ) < n(P ). 
Par ce qui précède, les deux suites rn(P ) et n(P ) ont des limites si n tend vers
l’inﬁni, que nous notons r(P ) et (P ), on a clairement r(P )(P ). On a des propriétés
intéressantes qui lie les limites de ces suites et l’ensemble de Julia:
Proposition 3.5. Soit P un polynôme normalisé à coefﬁcients dans Cp, de degré au
moins 2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) L’ensemble de Julia du polynôme P est compact est non vide;
(b) La suite rn(P ) est de limite nulle, c’est-à-dire r(P ) = 0.
Démonstration. Voir [5]. 
Proposition 3.6. Soit P = Q un polynôme normalisé, de degré d2. Alors les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) L’ensemble de Julia J (P ) est non vide;
(b) La suite n(P ) tend vers 0 si n tend vers l’inﬁni, c’est-à-dire (P ) = 0.
Démonstration. Supposons que l’ensemble de Julia est non vide. Soit x0 ∈ J (P ).
Pour chaque n1, soit Dn le disque de Bn(P ) qui contient x0. On a alors {x0} =
∩n1Dn, ce qui montre que le rayon tn(x0) de Dn tend vers 0 si n → +∞. Comme
tn(x0)n(P ), il en résulte que n(P ) converge vers 0.
Supposons que n(P ) tende vers 0. Si J (P ) est vide, le disque B+(0, 1) est inclus
dans l’ensemble de Fatou de P. La famille P [n] est donc uniformément équicontinue
sur ce disque, il existe donc M > 0, que l’on peut prendre > 1, tel que pour tout
n1, et tout x, y ∈ B+(0, 1), on a (P [n](x), P [n](y))M|x − y|.
Soit n un entier 1, D un disque de Bn(P ). Il existe un point  périodique de
période n qui appartient à D. Soit x tel que |x − | < 1
M
. Alors on a |P [n](x)|1.
En effet, dans le cas contraire, il vient que (P [n](), P [n](x)) = 1, et la majoration
précédente donne (P [n](), P [n](x))M|x − | < 1.
Par suite, le disque B−(, 1
M
) est inclus dans Bn(P ); comme il contient , il est
inclus dans le disque de Bn(P ) qui contient , c’est-à-dire D. Par suite le rayon
de D est au moins 1
M
, et n(P ) 1M , en contradiction avec le fait que n(P ) tend
vers 0. 
Voici une application de ce résultat:
Proposition 3.7. Soit P = Q un polynôme normalisé, de degré d2. Si l’ensemble
de Julia est non vide, alors il existe des éléments x ∈ J (P ) tels que |P ′(x)| > 1.
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Démonstration. Puisque n(P ) converge vers 0, on peut trouver n assez grand de
façon que n(P ) < 1‖P ‖ = || (on a noté ‖P ‖ la norme de Gauss du polynôme P,
c’est-à-dire le maximum des valeurs absolues de ses coefﬁcients). Soit Dn un disque
de Bn(P ) de rayon r = n(P ), et x ∈ Dn ∩J (P ). L’image de Dn par P est un disque
Dn−1 de Bn−1(P ), de centre y = P(x), et de rayon s = Max{|P (k)(x)k! |rk, k1}. On a
sn−1(P ) > n(P ) = r . Pour k2, il en résulte que |P
(k)(x)
k! |rk‖P ‖rk‖P ‖r2 <
r < s. Donc le maximum est atteint pour k = 1, et on a s = |P ′(x)|r . Comme s > r ,
on a |P ′(x)| > 1. 
Remarque 3.8. La démonstration précédente montre aussi que dès que n est assez
grand, le polynôme P est injectif sur un disque constituant de Bn(P ) de rayon minimal.
En faisant une hypothèse supplémentaire, on peut préciser la vitesse de convergence
vers 0 de n(P ) quand l’ensemble de Julia est non vide:
Proposition 3.9. Soit P = Q un polynôme normalisé, de degré d2. Si le polynôme
P possède un point périodique répulsif, alors lim( n√n(P )) < 1.
Démonstration. On laisse le lecteur faire la constatation qu’il sufﬁt, quitte à remplacer
P par un de ses itérés, de traiter le cas d’un point ﬁxe  répulsif, donc tel que  =
|P ′()| > 1.
Soit n un entier, et Dn le disque constituant de Bn(P ) contenant . On a P(Dn+1) =
Dn, et si on note sn le rayon de Dn, on montre facilement que sn |P ′()|sn+1 =
sn+1. Une récurrence immédiate montre alors que sn s0n . On a donc n(P )sn
s0
n ,
de sorte que lim( n
√
n(P )) 1 < 1. 
4. Lemmes techniques
Proposition 4.1. Soit P un polynôme de degré d2 à coefﬁcients dans Cp, normalisé
sous la forme P = Q . On note ci , i = 1, . . . , d − 1 les points critiques de P dans Cp,
de sorte que Q(x) = d(x − c1) · · · (x − cd−1).
On suppose que l’ensemble de Julia de P est non vide, et qu’aucun des points cri-
tiques n’est dans l’ensemble de Julia. On suppose de plus qu’aucune des D-composantes
des points critiques n’est errante. Soit  > 1.
Si
d−1∑
i=1
̂(P, ci) + log |d| > 0, alors il existe un entier m1, tel que, pour tout
x0 ∈ J (P ), il existe y vériﬁant P [m](y) = x0 et |(P [m])′(y)|.
Démonstration. On va noter m un entier, destiné à être grand. En particulier, si l’indice
i est tel que ci est dans le bassin d’attraction du point à l’inﬁni, donc s’il existe un
entier hi0 tel que |P [hi ](ci)| > 1, on prendra m grand devant hi .
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On note yi les racines de l’équation P [m](y) = x0. Si on note P [m](x) = Qm(x)
(d
m−1)/(d−1) ,
le polynôme Qm est un polynôme unitaire de degré dm à coefﬁcients dans l’anneau
d’entiers de Cp, et les yi sont solutions de Qm(yi)− (dm−1)/(d−1)x0 = 0.
Soit Tm(x0) =
dm∏
k=1
(P [m])′(yk), qui est essentiellement le discriminant de P [m](y)−x0.
Nous allons étudier |Tm(x0)|.
Tout d’abord, (P [m])′(x) est un polynôme de degré dm−1, et de coefﬁcient du terme
de plus haut degré dm
(d
m−1)/(d−1) . On a la formule (P [m])′(x) = P ′(x)....P ′(P [m−1](x))
qui montre que les racines de ce polynôme sont les z ∈ Cp tels qu’il existe j ∈
{0, . . . , m−1}, et i ∈ {1, . . . , d−1} tels que P [j ](z) = ci . Nous notons Ei,j l’ensemble
des solutions de l’équation P [j ](z) = ci .
On a donc la formule:
(P [m])′(x) = d
m
(d
m−1)/(d−1)
∏
i,j
∏
z∈Ei,j
(x − z).
On en déduit que:
|Tm(x0)| = |d|
mdm
||dm(dm−1)/(d−1)
dm∏
k=1
∏
i,j
∏
z∈Ei,j
|z− yk|
ou encore
|Tm(x0)| = |d|
mdm
||dm(dm−1)/(d−1)
∏
i,j
∏
z∈Ei,j
dm∏
k=1
|z− yk|.
On a
dm∏
k=1
|z− yk| = |Qm(z)− (dm−1)/(d−1)x0| = ||(dm−1)/(d−1)|P [m](z)− x0|.
Donc:
|Tm(x0)| = |d|
mdm
||dm(dm−1)/(d−1)
d−1∏
i=1
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
(|(dm−1)/(d−1)|P [m](z)− x0|).
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Le facteur:
d−1∏
i=1
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
(||(dm−1)/(d−1))
est égal à
d−1∏
i=1
m−1∏
j=0
||dj (dm−1)/(d−1) =
m−1∏
j=0
||dj (dm−1) = ||(dm−1)2/(d−1).
On a donc:
|Tm(x0)| = |d|mdm ||−(dm−1)/(d−1)
d−1∏
i=1
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m](z)− x0|.
On va regarder pour i ﬁxé le produit Hi,m(x0) =
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m](z) − x0|. On a
tout d’abord, pour z ∈ Ei,j , l’égalité P [j ](z) = ci . Donc
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m](z) − x0| =
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| =
m−1∏
j=0
(|P [m−j ](ci)− x0|)dj .
Nous allons maintenant distinguer suivant que ci est dans une D-composante pré-
périodique de l’ensemble de Fatou de P, ou dans le bassin d’attraction du point à
l’inﬁni.
Premier cas: Le point ci est dans le bassin d’attraction du point à l’inﬁni. Soit hi
le premier entier 0 tel que |P [hi ](ci)| > 1.
Nous allons devoir examiner d’abord les cas particulier hi = 0 et hi = 1, puis nous
étudierons le cas général hi2.
Supposons tout d’abord hi = 0. Si x ∈ Cp, |x| > 1, on a pour tout k |P [k](x)| =
|x|dk
||dk−1)/(d−1) > 1. C’est le cas pour ci , ce qui montre que l’on a |P
[m−j ](ci)| =
|ci |dm−j
||(dm−j−1)/(d−1) > 1.
Comme x0 ∈ J (P ), on a x0 ∈ B+(0, 1), et par suite |P [m−j ](ci)−x0| = |P [m−j ](ci)|
= |ci |d
m−j
||(dm−j−1)/(d−1) . On a donc
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| =
m−1∏
j=0
(
|ci |dm−j
||(dm−j−1)/(d−1)
)dj
= |ci |
mdm
||(mdm(d−1)−dm+1)/(d−1)2)
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Supposons maintenant hi = 1. Comme l’entier j est dans {0, . . . , m−1}, on a m−j1,
on peut donc écrire
|P [m−j ](ci)| = |P [m−j−1](P (ci))| = |P(ci)|
dm−j−1
||(dm−j−1−1)/(d−1)
Comme x0 ∈ B+(0, 1), l’expression
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| vaut donc:
m−1∏
j=0
(
|P(ci)|dm−j−1
||(dm−j−1−1)/(d−1)
)dj
=
m−1∏
j=0
(
|P(ci)|dm−1
||(dm−1−dj )/(d−1)
)
= |P(ci)|
mdm−1
||um
avec um = mdm−1(d−1)−dm+1(d−1)2 .
On suppose maintenant que hi2. Dans ce cas, on sépare le produit à estimer
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| en deux morceaux,
m−hi∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| et
m−1∏
j=m−hi+1
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0|.
Le second morceau existe bien car puisque hi2, on a m− 1m− hi + 1.
On regarde le premier morceau. Comme m − jhi , on peut écrire: P [m−j ](ci) =
P [m−j−hi ](P [hi ](ci)), et donc
|P [m−j ](ci)| = |P [m−j−hi ](P [hi ](ci))| = |P
[hi ](ci)|dm−j−hi
||(dm−j−hi−1)/(d−1)
Il en résulte que
m−hi∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| est égal à:
m−hi∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [hi ](ci)|dm−j−hi
||(dm−j−hi−1)/(d−1) =
m−hi∏
j=0
|P [hi ](ci)|dm−hi
||(dm−hi−dj )/(d−1)
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de sorte que:
m−hi∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| = |P
[hi ](ci)|(m−hi+1)dm−hi
||(((m−hi+1)dm−hi (d−1)−dm−hi+1+1))/(d−1)2
On regarde le deuxième morceau; le changement de variable m− j = k conduit à:
m−1∏
j=m−hi+1
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| =
hi−1∏
k=1
|P [k](ci)− x0|dm−k
Deuxième cas: Le point ci est dans une D-composante pré-périodique de l’ensemble
de Fatou de P. Dans ce cas, les points P [h](ci) appartiennent à un nombre ﬁni de
D-composantes de l’ensemble de Fatou. Comme x0 est dans l’ensemble de Julia, il
existe i > 0 tel que pour tout h0, on ait |P [h](ci)− x0|i . Il en résulte que:
m−1∏
j=0
∏
z∈Ei,j
|P [m−j ](ci)− x0| =
m−1∏
j=0
(|P [m−j ](ci)− x0|)dj (d
m−1)/(d−1)
i
Au total, on a trouvé que |Tm(x0)| |Hm(x0)| exp(m), avec le polynôme Hm(x0) égal
à
∏
i∈E2
∏hi−1
k=1 (P [k](ci)− x0)d
m−k
, où E2 est l’ensemble des indices i tels que hi2,
ou encore l’ensemble des indices i tels que P(ci) ∈ B+(0, 1), et ci dans le bassin
d’attraction du point à l’inﬁni, et m = umdm+vdm+w, avec, si on note E0 l’ensemble
des indices i tels que |ci | > 1, E1 l’ensemble des indices i tels que hi = 1, et
F l’ensemble des indices i tels que ci soit dans l’ensemble de Julia rempli de P,
l’expression suivante pour u: u = u∗ + log |d|, avec u∗ égal à:
∑
i∈E0
(
log |ci | − log ||
d − 1
)
+
∑
i∈E1
(
log |P(ci)|
d
− log ||
d(d − 1)
)
+
∑
i∈E2
(
log |P [hi ](ci)|
dhi
− log ||
dhi (d − 1)
)
soit encore, puisque si i ∈ F , on a ̂(P, ci) = 0:
u =
∑
i
̂(P, ci)+ log |d|
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Pour v, l’expression est:
∑
i∈E0
log ||
(d − 1)2 +
∑
i∈E1
log ||
(d − 1)2 +
∑
i∈E2
log ||
dhi−1(d − 1)2 +
∑
i∈F
log i
d − 1
Pour w, on a:
−
∑
i∈E0
log ||
(d − 1)2 +
∑
i∈E1
log ||
(d − 1)2 +
∑
i∈E2
log ||
(d − 1)2 +
∑
i∈F
log i
d − 1

Supposons tout d’abord que E2 est vide. On a obtenu alors que l’on a |Tm(x0)| exp
(umdm+ vdm+w), (la somme sur les indices dans E2 dans les expressions de u, v,w
étant nulles). Si on suppose que |Tm(x0)|dm , il vient que exp(dm log )(mdmu+
vdm + w), ce qui, puisque u > 0 est clairement impossible si m est pris assez grand.
Par suite, pour un tel m assez grand, on aura |Tm(x0)| > dm , et par suite il existe k
tel que |(P [m])′(yk)| > .
Supposons maintenant que E2 est non vide.
Soit h le maximum des hi, i ∈ E2, et prenons m = h + m′. Le polynôme Hm(x)
s’écrit Hm(x) = (S(x))dm
′
, où S est le polynôme indépendant de m′ donné par S(x) =∏
i∈E2
hi−1∏
k=1
(P [k](ci)− x)dh−k .
Comme tous les zéros de ce polynôme (qui est de degré non nul car E2 est non
vide) sont dans l’ensemble de Fatou, il existe 	 > 0 tel que l’ensemble |S(x)| <
	 soit inclus dans l’ensemble de Fatou. On choisit m′ assez grand, de façon que
exp(−u(h+m′)dh− vdh−wd−m′ + dh log ) < 	, ce qui est possible car on a u > 0.
Supposons que l’on ait |Tm(x0)|dm . Alors |S(x0)| exp(−u(h + m′)dh − vdh −
wd−m′ + dh log ) < 	, ce qui implique x0 ∈ F(P ), ce qui est contradictoire avec
l’hypothèse faite; donc |Tm(x0)| > dm et il existe un indice j tel que |(P [m])′(yj )| >
, ce qui termine la démonstration. 
Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante:
Proposition 4.2. Soit P = Q un polynôme normalisé. On suppose que l’ensemble de
Julia de P est non vide, que P est hyperbolique, et qu’il existe  > 1, tel que pour
tout x0 dans l’ensemble de Julia de P, il existe y tel que P(y) = x0 et |P ′(y)|.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
Démonstration. On choisit un entier N tel que N(P ) soit plus petit que 
2
‖P ‖ (où ‖P ‖
est la norme de P sur B+(0, 1), qui avec les normalisations faites, vaut 1|| ), qui existe
J.-P. Bézivin / Journal of Number Theory 113 (2005) 389–407 403
parce que par la proposition 3.6, la suite n(P ) converge vers 0. Soit D0 un disque de
BN(P ) de rayon N(P ) = s0 < 1 et x0 appartenant à J (P ) dans ce disque, de sorte
que D0 = B+(x0, s0).
Soit x1 un point tel que P(x1) = x0 et |P ′(x1)|, qui existe par hypothèse, et qui
appartient à l’ensemble de Julia de P. Soit D1 = B+(x1, s1), le disque de BN+1(P )
qui contient x1 et est tel que P(D1) = D0. On a s0 = Max{|P (k)(x1)k! |sk1 , k1}. On en
déduit d’abord que s0 |P ′(x1)|s1s1, et par suite s1 s0 < 1.
Soit k2. Comme |P (k)(x1)
k! |‖P ‖, il vient |P
(k)(x1)
k! |sk1‖P ‖sk1‖P ‖s21‖P ‖
s20
2
;
cette dernière quantité est strictement inférieure à s0, puisque s0 < 
2
‖P ‖ . Par suite, le
maximum est atteint en k = 1, on a s1 = |P ′(x1)|s0, et il en résulte que P est injective
sur D1, et donc en particulier P ′ ne s’annule pas sur D1.
On a s1 s0 < s0 <
2
‖P ‖ et x1 dans l’ensemble de Julia de P, ce qui permet
d’appliquer le procédé précédent au disque B+(x1, s1). On construit ainsi par récurrence
une suite de disques B+(xq, sq) de BN+q(P ), tels que P est injective sur tous ces
disques, et P(B+(xq+1, sq+1)) = B+(xq, sq) pour q0. On notera en particulier que,
pour tout y ∈ B+(xq+1, sq+1), on a sq+1|P ′(y)| = sq , et P ′(y) = 0.
Soit q un entier que nous allons prendre grand, choisissons un point périodique q
d’ordre N + q dans le disque B+(xq, sq) de BN+q(P ). Alors pour j = 0, . . . q − 1, on
a |P ′(P [j ](q))|, d’où il résulte que
|(P [N+q])′(q)| = |(P [q])′(q)||(P [N ])′(P [q](q))|q |(P [N ])′(P [q](q))|
On regarde maintenant les P [k](c), 0kN , et c critique, qui sont tous dans
l’ensemble de Fatou. Soit t1 ∈]0, 1[ strictement inférieur au minimum des rayons des
D-composantes de l’ensemble de Fatou, contenues dans B+(0, 1), et contenant l’un
des P [k](c), avec 0kN , et c critique. Le nombre t1 ne dépend que de N, et pas
de q.
Il existe t2 > 0, tel que si |(P [N ])′(x)| < t2, alors il existe j ∈ {0, . . . ., N − 1},
et z tel que P [j ](z) = c critique, vériﬁant |x − z| < ||(dN−1)/(d−1)t1. Un tel t2
ne dépend que de N et pas de q. Il est immédiat que si x, y ∈ B+(0, 1), on a
|P [N ](x)− P [N ](y)| |x − y|||(dN−1)/(d−1) .
Supposons que q vériﬁe |(P [N ])′(P [q](q))| < t2. Alors par ce qui précède, il existe
z et j tel que 0jN − 1, un point critique c, vériﬁant P [j ](z) = c et |P [q](q) −
z| < ||(dN−1)/(d−1)t1. Il en résulte que |P [N ](P [q](q)) − P [N ](z)| < t1, ou encore
|q − P [N−j ](c)| < t1. Comme 0N − jN , cela implique que P [N−j ](c) est dans
B+(0, 1), et que q appartient à la D-composante U de P [N−j ](c), qui est de rayon
> t1. Il en résulte que q est dans l’ensemble de Fatou, donc c’est un point périodique
non répulsif, et sa D-composante est donc U. Comme l’ensemble de Julia est non
vide, sa D-composante est le disque stable par P [N+q] de rayon maximal pour cette
propriété de stabilité, et par suite est inclus dans l’ensemble de Julia rempli, donc dans
BN+q(P ). Donc le disque B+(xq, sq) contient U, le rayon sq de ce disque est plus
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grand que le rayon de U, donc plus grand que t1. Comme on a sq s0q , et que  > 1,
ceci est impossible pour q assez grand; on a donc |(P [N)′(P [q](q))| t2 dès que q
est assez grand.
Pour ces entiers q, il vient alors que |(P [N+q])′(q)| = |(P [q])′(q)||(P [N ])′(P [q]
(q))|q t2. Comme  > 1, on peut trouver un entier q assez grand tel que q t2 > 1,
ce qui montre que le point q est un point périodique répulsif d’ordre N+q, et termine
la démonstration. 
5. Démonstrations des résultats
Nous passons maintenant aux démonstrations des résultats indiqués dans
l’introduction.
Théorème 5.1. Soit P = Q un polynôme normalisé de Cp, de degré d2, avec Q
unitaire à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On
suppose que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) Aucun des points critiques ci , i = 1, . . . , d − 1 n’est dans une D-composante
errante;
(d) On a
d−1∑
i=1
̂(P, ci)+ log |d| > 0.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
Démonstration. On commence par appliquer la proposition 4.1. Toutes les hypothèses
de la proposition 4.1 sont satisfaites, il existe donc un entier m1 et un réel  > 1,
tels que, pour tout x0 ∈ J (P ), il existe y avec P [m](y) = x0 et |(P [m])′(y)|.
On peut remplacer P par P [m], qui est hyperbolique comme P, de même ensemble
de Julia, et qui possède les mêmes points périodiques que P. Par la proposition 4.2,
dont les hypothèses sont satisfaites, P [m] possède des points périodiques répulsifs, donc
aussi P, ce qui termine la démonstration. 
Remarque 5.2. On peut examiner un cas très particulier, qui est celui où tous les
points critiques c vériﬁent |c| > 1, et l’ensemble de Julia est non vide. Dans ce
cas, on a ̂(P, c) = log |c| − log ||
d−1 pour tout c critique, et l’expression de u de-
vient log |d| +
d−1∑
i=1
log |ci | − log ||. Comme on a P ′(x) = d
∏
(x−ci )
 , il en résulte que
u = log ‖P ′‖, et par suite comme il existe des x ∈ J (P ), donc dans B1(P ), tels
que |P ′(x)| > 1, puisque l’ensemble de Julia est non vide, on a u > 0. Les hy-
pothèses (b) et (c) sont automatiquement satisfaites, donc P a des points périodiques
répulsifs.
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En fait, dans ce cas, on a une propriété bien plus forte: Dans tout disque de B1(P ),
il n’y a pas de points critiques, donc la valeur absolue de P ′ y est constante; dans
un tel disque, il y a un point ﬁxe. Comme d’autre part, l’ensemble de Julia n’est pas
vide, il existe des points de l’ensemble de Julia, donc de B1(P ), tel que |P ′(x)| > 1,
ce qui montre l’existence de points ﬁxes répulsifs.
Corollaire 5.3. Soit P = Q un polynôme de Cp, normalisé, de degré d2, avec Q
unitaire à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On
suppose que P est à coefﬁcients dans une extension ﬁnie de Qp et que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) Le degré de P n’est pas divisible par p;
(d) Un des points critiques appartient au bassin d’attraction du point à l’inﬁni.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
Démonstration. Par un théorème de R. Benedetto, (cf. [8]) on sait que pour un
polynôme hyperbolique à coefﬁcients dans une extension ﬁnie de Qp, il n’y a pas
de D-composantes errantes dans l’ensemble de Fatou. D’autre part, on a |d| = 1, et
̂(P, ci)0 pour tout i; comme il existe i tel que ̂(P, ci) > 0, la dernière condition
du théorème est aussi satisfaite, d’où le résultat. 
On rappelle que la norme de Gauss ‖H‖ d’un polynôme H est donné par le maximum
des valeurs absolues de ses coefﬁcients. On a aussi le corollaire suivant:
Corollaire 5.4. Soit P = Q un polynôme de Cp, normalisé, de degré d2, avec Q
unitaire à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On
suppose que P est à coefﬁcients dans une extension ﬁnie de Qp et que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) On a ‖Q′‖ = 1.
(d) Un des points critiques appartient au bassin d’attraction du point à l’inﬁni.
Alors P possède des oints périodiques répulsifs.
Démonstration. On va d’abord réécrire l’expression de u.
On a u = log |d| + ∑
i,hi=0
̂(P, ci) + ∑
i,hi1
̂(P, ci). D’autre part le polynôme Q′
s’écrit:
Q′(x) = d
 ∏
i,hi=0
(x − ci)
 ∏
i,hi>0
(x − ci)

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d’où on déduit immédiatement que ‖Q′‖ = |d|( ∏
i,hi=0
|ci |). Soit |E0| le cardinal de
l’ensemble E0 = {i, hi = 0}, on a alors:
u = log ‖Q′‖ − |E0| log ||
d − 1 +
∑
i,hi1
̂(P, ci).
Dans notre cas, log ‖Q′‖ = 0, et le terme qui reste est strictement positif (que E0 soit
vide ou non), donc u > 0. Les autres conditions du théorème sont satisfaites, d’où le
résultat. 
Corollaire 5.5. Soit P = Q un polynôme de Cp, normalisé, de degré d2, avec Q
unitaire à coefﬁcients dans l’anneau d’entiers de Cp et  ∈ Cp, 0 < || < 1. On
suppose que P est à coefﬁcients dans une extension ﬁnie de Qp et que:
(a) L’ensemble de Julia n’est pas vide;
(b) P est hyperbolique;
(c) Le degré de d du polynôme P vériﬁe d2p − 1.
(d) Un des points critiques appartient au bassin d’attraction du point à l’inﬁni.
Alors P possède des points périodiques répulsifs.
Démonstration. Il nous sufﬁt de vériﬁer que ‖Q′‖ = 1. Le polynôme P est tel, par
la normalisation faite, qu’il existe un j0 ∈ {1, . . . , d − 1} tel que le coefﬁcient de xj0
dans Q est de module 1. Par suite, pour avoir ‖Q′‖ < 1, il faut que p|d et que p|j0,
autrement dit que p divise deux entiers distincts appartenant à {1, . . . , d}. Ceci n’est
possible que si d2p. 
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